Sur les intégrales de mouvement du système de 
sinus-Gordon sur réseau 

C.Grunspan 
Ecole Polytechnique 
Centre de mathématiques 
UMR 7640 du CNRS 
F-91128 PALAISEAU Cedex 
grunspan@math.polytechnique.fr 



Résumé 

Nous donnons des formules explicites pour des densités d'intégrales 
de mouvement du sytème de sinus-Gordon sur réseau (quantique ou 
non). La série génératrice de ces densités d'intégrales de mouvement 
peut être vue comme le développement du logarithme d'une fraction 
continue (éventuellement quantique) . Dans le cas oià q est une racine de 
l'unité, on montre que certaines intégrales de mouvement s'identifient 
aux intégrales de mouvement classiques. 



Abstract 

We give explicit formulas for some densities of intégrais of motion for 
the sine-Gordon System on lattice (quantum or not). The generating 
function for the densities of intégrais of motion may be seen as the 
expansion of the logarithm of a certain continuons fraction (possibly 
quantum). In the case of q root of the unity, we show that thèse 
intégrais of motion can be identified to the classical intégrais of motion. 



Mots Clés : Théorie de Toda sur réseau, coefficients q binomi- 
aux. 

Key words : Toda theory on lattice, q binomial coefficients. 
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Introduction 



Le problème des intégrales de mouvement de la théorie de Toda continue a 
été introduit par A. Zamolodchikov en liaison avec des problèmes de théorie 



intégrale des champs et de théorie conforme C^^, [|^, |13l)- Il a ensuite 
été étudié par R. Sasaki et I. Yamanaka sous l'angle de la théorie de KdV 
(|10|). Il consiste à trouver des opérateurs qui commutent à des opérateurs 
d'écran dans une W— algèbre classique ou une Algèbre d'Opérateurs de Ver- 
tex, dans le cas quantique. Ce problème a été résolu par B. Feigin et E. 
Frenkel par des méthodes cohomologiques ([^). Malheureusement, il n'existe 
pas véritablement de formules explicites pour ces intégrales de mouvement. 

D'autre part, une version sur réseau de la théorie de Toda a été intro- 
duite par A. G. Izergin et V.E. Korepin ([^, [^), et depuis étudiée par de 
nombreux auteurs (voir par exemple Q, Q, 1^]). Au niveau classique, B. 
Enriquez et B. Feigin ont montré à l'aide de désingularisation de Demazure 
et de méthodes cohomologiques, que l'on pouvait obtenir des intégrales de 
mouvement pour le modèle de sinus-Gordon, en développant le logarithme 
d'une certaine fraction continue ([^ et théorème 3.1 ci-dessous). Nous nous 
proposons de généraliser ce résultat au cas quantique, de montrer que les 
intégrales de mouvement obtenues sont quantifiables, et de donner des for- 
mules explicites. Nous appliquerons ces formules dans le cas où q est une 
racine de l'unité, et nous verrons que l'on retrouve les formules classiques. 
Ce phénomène est à rapprocher de l'homomorphisme de Frobenius-Lusztig. 

Un problème ouvert par notre travail serait de prouver la commutativité 
des intégrales de mouvement (comme dans le cas continu), et de calculer le 
spectre de ces opérateurs aux racines de l'unité. 



1 Présentation du système de sinus- Gordon quan- 
tique sur réseau 

Soient n € N* un entier fixé, et q une indéterminée. On s'intéresse à l'algèbre 
Aq engendrée sur C[q,q~^] par les xf^ et yf^,i € Z soumis aux relations : 
XiXj = qxjXi, ViVj = qyjVi, XiVj = q'^yjXi, yiXj = q'^Xjyi pour i < j, et 

^iyi — Q yi^i' 

En utilisant par exemple des extensions de Ore (@), on montre que Ag 
est un anneau intègre, et que c'est un C[q,q~^] module libre dont une base 

est donnée par la famille fl ^TVi ^ °ù ('^«) (/^«) ^o^^^ deux suites presque 

— oo 

nulles dans Z^. 

L'algèbre Aq est graduée en posant : 

ViGZ, d°Xi = -d°yi = l. 
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On note ^^[0] la partie de Ag de degré 0. C'est la sous-algèbre de Ag en- 
gendrée par les "épingles" {xiin) et (y^Xj+i), i ^"L. 
Si a et 6 dans Ag sont homogènes, on pose : 

De manière générale, si a = X^„On et 6 = X^p6p, avec a„ et hp homogènes, 
on pose : 

[a,h]g = ^ [an,hp\q- 

n,p 

Ce g— crochet définit à la limite pour g ^ 1, une structure de Poisson sur 
C[xi,î/i, i G Z] par : 

Vi G Z, {xi,yi} = -Xiyi, (1.1) 
< j, {xi,Xj} = XiXj, (1.2) 
{xi,yj} = -XiVj, (1.3) 

{yi,yj} = yiyj, (i-4) 

{yi,Xj} = -yiXj. (1.5) 
Les opérateurs d'écran S"*" = et S~ = n'appartiennent pas 

i=— oo i=— c» 

à ^g. Cependant, les morphismes : 

V+ -.Agio] Ag 

+ 00 

p ^ [s+,p]= E [^i,^] 

i=— oo 

et 

y_ :Ag[0] Ag 

+ 00 

p ^ [s-,p]= E [yi,^'] 

î=— oo 

sont bien définis car Xi (resp. yi) commute avec toute épingle ne contenant 
pas de Xi (resp. yi). 

2 Intégrales de mouvement pour le système de 
sinus- Gordon sur réseau 

Commençons par rappeler la définition d'une densité d'intégrale de mouve- 
ment. 

Soit T l'application de translation sur Ag : 

T : Ag > Ag 

Xi I ^ Xi-\-\ 

yi I — > yi+i 
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Il est clair que T est un automorphisme d'algèbre gradué. 



Définition. On dit que P € ^g[0] est une densité d'intégrale de mouve- 
ment du système de sinus-Gordon quantique sur réseau si V+.P et V-.P 
appartiennent à Im(T — Id). 

Etant donné une densité d'intégrale de mouvement P, on conviendra que 
l'intégrale de mouvement associée est Y^k^j^T^P- C'est un élément d'une 
certaine complétion de Aq qui commute avec les opérateurs d'écran S+ et 

Nous allons donner des formules explicites pour des densités d'intégrales 
de mouvement que nous noterons il)n- Pour ce faire, il nous faut définir les 
g— nombres et factorielles quantiques. 

Définitions. On définit successivement : 

- pour n G N, [n] = ^ = ^ ç'' € ; 



fe=o 



pour n G N, [n] ! = JJ [k] ; 



k=l 



pour 



n 
P 



( 1, 

0, 



. [p]![n-p] 
pour des entiers N,ai, . . . , ajv, 



si p = ; 

si p < ou si p > Max(0, n) ; 

, si < p < n ; 



N-l 



Fq{ai, ... ,aN) = Yi 



i=l <- 



ai + aj+i - 1 



Avant de définir les ■î/'„, nous avons besoin de démontrer le lemme suiv- 
ant : 

Lemme 2.1 Soient n, ai, . . . , a„ des entiers avec ai > 0. Alors, 
[ai + ... + an] 



[ai] 



-Fq{a-i,... ,an) G Z[q]. 



Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur n. Si n = 1, 
il n'y a rien à démontrer, et si n = 2, alors : 



[ai + 02] 
[«1] 



-^9(01,02) = 



ai -I- 02 
ai 



G Z[q]. 
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Supposons n > 2. 

Si 02 = 0, alors Fq{ai,. . . , a„) = sauf si 

02 = . . . = On = 0, 

auquel cas, Fq[ai, . . . , a„) = 1 et le lemme est clair. 
Si 02 > 0, on a les identités : 



[Ol + 02 . . . + 0„] 

Fq{ai, ... ,o„) 

1 01+02 — 1 

[ai] 02 



[02 + . . . + a„] + [oi] 

Ol + 02 - 1 
«2 



Fq(02, ... ,0„) 



1 



Ol + 02 - 1 
Ol 



D'où l'on déduit que 

[oi + . . . + Un 



[ai 



Fq{ai,... ,o„) 



Fq{ai,... ,an) + q' 



ai 



01+02-1 
Ol 



[02 + . . . + On] 



«2 



^5(02, . . . ,a„). 



On applique ensuite l'hypothèse de récurrence à 02, . . . ,a„ qui forment une 
suite de n — 1 entiers avec 02 > 0. D'où le résultat. □ 

Nous en avons presque fini avec les définitions et lemmes auxiliaires. 
Notons encore Ta l'application de demi-translation : 

ri : A 



Xi 



Xi+l 



C'est un automorphisme d'algèbre (non gradué). 
Nous sommes maintenant en mesure de définir les 

Définition des ipn- Pour n € N*, on pose : 

V'n •= + 



(2.1) 



avec : 



et : 



(2.2) 



^"•= Yl |^^«("i'--- >«2iV-2)(a;lyl)-"^..(yiV-lXiv)-"^^-^ (2.3) 
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où N est un entier quelconque vérifiant : 

n<2(iV-l), (2.4) 

et In est l'ensemble des multi-indices 

a = (ai,... ,a2iV-2) eN* xN2^-3 (2.5) 

vérifiant : 

ai + . . . + a2N-2 = n. (2.6) 
D'après le lemme précédent, tpn est bien définie. De plus, on peut voir 



que ijjn ne dépend pas de A'^ vérifiant l'inégalité 2.4. Ceci provient du fait 



suivant déjà utilisé dans la démonstration du lemme 2.1 : 

Fait 1 : Si m, «i, . . . , a^, . . . , Om sont des entiers tels que ai = 0, alors : 

Fq{ai, ... , am) / =J> ai = ai+i = . . . = a™ = 0. 
Remarquons que les Vn sont linéairement indépendants, car la projection 

+ 00 

de ipn sur x^^yj|~''-relativement aux autres éléments de la base Jj3;"'yf* 

— oo 

où (cKj) et (Pi) sont deux suites presque nulles dans Z^-vaut g"+ï(5n oii ôn 
désigne le symbole de Kronecker. 

Notons également que pour tout n, d°tpn = 0. Nous pouvons maintenant 
énoncer le théorème suivant : 

Théorème 2.1 Les ipn sont des densités d'intégrales de mouvement pour 
le système de sinus-Gordon quantique sur réseau. On a : 

V+.^n = 0, (2.7) 
V_.iJn = -{T-Id){V^.An). (2.8) 

Les peuvent être regroupées dans une série génératrice de la façon 
suivante : l'algèbre Aq étant un C[g, g~^]-module libre, on a 

Aq C C{q) ®c[g,g-i] Aq. 

Soit S l'anneau des séries en A^"^ à coefficients dans C{q)'^c[q^q-^]Aq. Il existe 
une valuation sur S telle que f (A~^) = 1 car Aq est intègre. L'algèbre 5 est 
le complété de (C(g) ®<c[q^q-^] Aq^[X~^] pour v. Notons Si le sous-anneau de 
S constitué des séries formelles / telles que v{f — 1) > 1. Tout élément de 
5*1 possède un inverse qui est X^fc!-*- ~ f)^- Considérons la fonction lug : 



hvq : 5i — > S 

+ 00 

P=l J 



1 • l^P (2.9) 



Cette série existe car si / G 5i, alors / ^ € 5i. Dans le cas oii g — > 1, on 
retrouve le In classique. On a le théorème suivant : 



6 



Théorème 2.2 Soient : 



... 1 - {xN-iyN-iy^X'\l - {yN-iXN)'^\'')~^ ■••)"') 



-1 



(2.10) 

et 

V:=(^l- {yiX2)-^\-^ (l - (x2y2)"'A-i (. . . 

i\ -1 

... 1 - (yN-iXNy'x'^i - (xNyNy^x-Y^ ■■■)' 



(2.111 



Alors U et V sont bien définies et appartiennent à Si. De plus, on a : 

lugU + luqV = j^X~P (mod A~(27V-i)) (2.12) 
p=i ^ ' 



La démonstration des théorèmes 2.1 et 2.2 fera l'objet de la section 5 



Regardons maintenant la traduction de ces théorèmes au niveau clas- 
sique. 

3 Le cas classique 

Les tpn ont bien sûr des analogues classiques. Posons : 



avec : 



n,cl' 

et : 

2Af-3 



B'i ■■=T-^A' (3.2) 



(3.3) 

oii N est un entier quelconque vérifiant : 

n<2(iV-l), (3.4) 
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et In est l'ensemble des multi-indices 

a = (ai,... ,a2iV-2) eN* xN^^-^ (3.5) 

tels que : 

ai + . . . + a27V-2 = n. (3.6) 
On a le corollaire du théorème précédent : 

Corollaire 3.1 Les V'nci ■^'^^^ densités d' intégrales de mouvement clas- 
siques pour le système de sinus-Gordon classique sur réseau. On a : 

{S+,<,,i} = 0, (3.7) 
= (r-/d)({A„,ei,<ci}) (3.8) 
On peut rassembler les ip'^ ^.j dans une série génératrice : 

Théorème 3.1 Soit X^^ une indéterminée. Dans le cas classique, on a la 
formule suivante : 

1 1 
In -, h In ■ 



{xiyi) ^ (yiX2) ^ 



{yiX2) ^A ^ {x2y2) ^A 1 



XN-lVN-l) ^A ^ ^ (yAT-iXAr) U ^ 



1 - (yAT.iXAr) U 1 1 - {xnVn) ^A 1 

E <,ciA-" (mod A-(2^-i)). 



2N-2 



n=l 



Le fait que les coefficients du développement du logarithme des fractions 
continues du théorème précédent donne des densités d'intégrales de mouve- 
ment du sytème de sinus-Gordon classique sur réseau a été démontré par B. 
Enriquez et B. Feigin par des méthodes cohomologiques (Q). 

Revenons au cas quantique, et évaluons q. 



4 Spécialisation de q en un nombre complexe dis- 
tinct de 1 



En vertu du lemme 2.1, on peut spécialiser q en un nombre complexe go 
distinct de 1. Soit tt le morphisme d'anneaux : 

^: Ag ^ C[xf\yt\ieZ] 
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Les TT{ipn) conviennent comme densités d'intégrales de mouvement clas- 
siques, et forment une famille libre. Un cas intéressant à considérer est celui 
où Qo est une racine primitive Z*^™*^ de l'unité. Dans ce cas, Xi = x\ et Yi = y\ 
appartiennent clairement au centre de Aq. Il est intéressant de remarquer 
que les 7r['>pk{xi, yi)) sont proportionnelles aux intégrales de mouvement clas- 
siques tpk,ci{Xi,Yi) comme nous allons le voir ci-dessous. 

4.1 Spécialisation de q en une racine de l'unité 

Soit go 7^ 1 une racine primitive l^"^^ de 1. Notons par v la valuation en 
q — qo sur C[q], ainsi que sur son corps des fractions C{q). Posons : 

C{q)+ := {/ e C{q), v{f) > 0}. 

L'application vr se prolonge à C(g)+ : 

vr: C(g)+ — > C 

/ ^ f{qo) 

Le théorème que nous avons en vue est le suivant : 

Théorème 4.1 Soit go une racine primitive l^™"^ de l'unité, et n un entier 
divisible par l. Posons n = In', et considérons pour i E {!,... ,n}, les 
variables commutatives Xi = x\ etYi = y\. Alors, on a : 



vr 



{^n{Xi,yi)) = n'll)n',c\{Xi,Yi) 



La démonstration de ce théorème est une simple conséquence de la série 
de lemmes suivants : 

Lemme 4.1 Soient a et b deux entiers avec a = b (mod l). Alors, 

v{[a])=v{[b]) = \ ° 

[1 SI l \ a. 

Démonstration. Tout vient du fait que le polynôme g"" — 1 est séparable. 

□ 



on a : 



Lemme 4.2 Sous les mêmes hypothèses que le lemme 4-1 

n{{a])=n{[b]). 
De plus, vr([a]) = si et seulement si l \ a. 

Démonstration. On a [a + Z] = g' [a] + [l], et le résultat s'ensuit. □ 



Lemme 4.3 Soient a et b deux entiers divisibles par l, avec a = la' et 
b = lb'. Alors, 



, \a\\ a a 

etTT 



[b]J V [b] 
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Démonstration. Le fait que v(—^ = provient du lemme 4.1, Pour le 

\[b\J 

reste, on a 

g" - 1 



[b] 



(f - 1 

(gO"' - 1 
1 + g' + . . . + 



D'oii 7r( — 



a 
V' 



□ 



Lemme 4.4 Soient ai et 02 deux entiers, avec l\ ai. Alors, 



ai + 02 - 1 

«2 



si / I 02; 

1 sil \ 02- 



Démonstration. On a : 

Ol + «2 - 1 
«2 



[ai] [ai + 1] ... [ai + 02 - 1] 

[1] . . . [a2] 
[ai] [ai + 1] . . . [ai + a2 - 1] 



[«2] [l]...[a2-l] 
Donc, en supposant / | ai , et en appliquant le lemme [4.1| , on obtient 

«2 J / 

= l-^([«2]). 



On réapplique ensuite le lemme 4.1, pour obtenir le résultat 



□ 



Lemme 4.5 Sous les mêmes hypothèses que pour le lemme 4-4> on a : 

= si l \ a2- 



vr 



01+02 — 1 
«2 



Si l \ a2, en posant ai = la'^ et 02 = la^, on a : 



vr 



ai + a2 - 1 
02 



a'^ + «2 ~ 1 



Démonstration. D'après le lemme f4.4| , il suffit de considérer le cas oii ai 
et a2 sont divisibles par Z, avec ai = la'i et a2 = la^- On a : 



«1+02-1 
a2 



[«2] 



02 — 1 

n 

fc=i 



ai + k] 



10 



Si l \ k, alors d'après le lemme on a : 

[ai + k] 



[k] 



De plus, si /c G {1, . . . , 02 — 1}, alors, d'après le lemme 4.3, 

, [ai + kl], a'^ + k 



[kl] 



k 



Le résultat en découle. 



□ 



Lemme 4.6 Pour tout a; € on pose x' = — si l \ x. Soient p,ai, . . . ,ap 
des entiers tels que ai + . . . + ap = n. alors, 

0, 



vr — Fç(ai,... ,ap) 
«1 



s'i/ existe i tel que l \ af, 



n 



— F(a'i , . . . , a'p) , sinon. 



p-i 



avec comme précédemment, F{a'i, . . . , a'p) = 



a'^ + 02 — 1 



n 



Démonstration. Notons A := - — -Fqiai,... ,ap). Le fait que A ait une 

[ai] 

image par tt est une conséquence du lemme [Oj. Le lemme découle des étapes 
élémentaires suivantes : 



1. Si / f ai, alors d'après le lemme^3|, ^(^4) > 1 car Z | n et -Fg(ai, . . . , ap) G 
Z[q]. Donc, tt{A) = 0. 



2. Si / I ai et / f a2, on écrit 



A 



[ai] 



ai + a2 — 1 
02 



Fq{a2, . . . jttp), 



et v{A) > 1 d'après le lemme 4.4. Donc, 7r{A) = 0. 



3. Par suite, de proche en proche, on montre que v{A) > 1 (et donc 
7r(^) = 0) s'il existe i tel que l f a,. 

4. Si tous les ai sont divisibles par /, le résultat s'obtient immédiatement 



à partir du lemme |4.3| et du lemme 4.5, après avoir écrit : 



[«il fi 



ai + aj+i - 1 

Oi+l 



□ 



Par suite, nous avons prouvé le théorème 4.1 
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5 Démonstration des théorèmes et p^.^ 

Nous aurons besoin des formules suivantes : 

= g^">y-_"ix,-" (5.2) 
= g""î'(x,y,)"xî? (5.3) 

X^^iVr-lX^r = q^nyr-l^rrxP (5.4) 



avec par convention, 



nin + 1) 



î=i 



5.1 Démonstration du théorème 12.21 : 



Soit Sq"'' l'algèbre engendrée sur C(g) par les générateurs ti,... et les 
relations : 



{Rn) : 



tj+iij = gtjti+i pour z G {1, . . . , n - 1}; 
tjtj = tjti pour I ^ — j |> 2. 



On montre que Sg"'' est intègre, et qu'il existe une valuation v sur B^j^^ en 
posant v{ti) = 1 Vi. On note T le complété de B\ pour la topologie ul- 
tramétrique définie par v. C'est le quotient de l'algèbre non commutative des 
séries formelles en fi, . . . ,t„ par l'idéal engendré par les relations {R2N-2)- 
On définit également Ti comme étant le sous-anneau de T formé des f T 
tels que v{f — 1) > 1. D'après les règles de g— commutation, on dispose de 
deux morphismes naturels : 

^: 42Ar-2) _^ (C(g)0cM-i] 

si 1 < A; < - 1, t2k-i i — ^ (ajfcyfc)"^"^ 

t2k > — > iykXk+iy^>^'~^ 

et ^p : 

si l < k < N - l, t2k-i I — > (yfea:fc+i)"U"i 

*2fc I — ^ (a;fc+iyfc+i)^"^A^-'- 

II est clair que les applications i;^ et -0 sont continues pour v. Par suite, on 
peut prolonger i;^ et '0 en (/> et -0 de T dans S, et Ti est envoyé dans Si par 
4> ou 'ip. 
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Lemme 5.1 Soit 



Mnih,... ,tn) := 1-tl l-t2(l-...(l-t„_l(l-t 



Alors Mn{ti, . . . , tn) existe et M„(fi, ... , tn) € Ti 

Démonstration. Par récurrence sur n. 

• Si n = 1, le résultat est clair. 

• Si n > 2, les variables t2, ■ ■ ■ ,tn satisfont les mêmes relations que les vari- 
albles ti, . . . ,tn-i (et réciproquement). Donc, par hypothèse de récurrence, 
T;(M„_i(t2,... ,tn)) >0. Donc, 1 - tiM„_i(t2, • • • eTi, et, 

M„(ti,... = (1 -fiM„_i(i2,... ,t„))"^ 
existe et appartient à Ti. □ 



Lemme 5.2 S'oit (u, v) € T x Ti te/ gîte = gtiv. Alors, 
VnGN, [u(l = ^ 



fc>0 



n + /c — 1 



Démonstration. Une simple récurrence nous montre que 
Vn G N, [u{l - v)-^] " = m"(1 - r;)(l - gt.) . . . (1 - 
Le résultat découle alors de l'identité classique : 



n-l 



s=0 



k>0 



n + k — 1 
k 



□ 



Sur Ti, on peut définir une fonction In^ par la même formule que (|2 
On a le résultat suivant : 

Lemme 5.3 Soit n G N*. On a : 

ln,[M„(ti,... ,t„)] = ^ ^Fç(ai,... ...C 



Démonstration. L'expression a bien un sens d'après le lemme 5.1. Re- 
marquons que la formule définissant la fonction In^ permet d'écrire : 

V/GTi, ln,[(l-/n=X;||A 
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On a 



Donc, 



Or, 



Mn{t 



1 ) • • • ) '-n 



) = (l-tiM„„i(i2,... ^ 



lnjM„(ti,... = — (tiM„_i(t2,... ,in))"' 



«i>0 



M„_i(t2,... ,tn) = (l-t2M„_2(t3,... ,in)) \ 

et t2 commute avec M„_2(t3, . . . , tn)- Donc, d'après le lemme |5.2| , on a : 



lng[M„(ti, ... 



E 

Q!i>0,a2>0 



1 

[ai] 



Ql + «2 — 1 
«2 



t?i(t2M„_2(t3,... ,in)) 



Le résultat s'obtient alors en utilisant de manière répétée le lemme ^.2|. □ 



On achève ensuite la démonstration du théorème |2.2| en remarquant que 
les fonctions luç sur Ti et Si commutent avec et V', et que 

^{Mnih,... ,tn)) = U, 

et V^(M„(ii,... =y. 



5.2 Démonstration du théorème 127 



L'égalité (|2.8| ) découle de (|2.7|) . En effet, si V^.il^n = 0, alors, avec les nota- 
tions de la section 2, 

[E+,A„] + [E+,rU„] =0, 

Or, l'application Ta est un isomorphisme d'algèbres qui transforme E"*" en 
E~ (ou plutôt, qui permute V+ avec V-). Donc, 



[E-,r2A„] + [E-,rA„] = 0. 



Donc, 



[E-,S„] = -T[E-,^n], 
car TE~ = E~ (ou T oV- = V- oT). Donc, 

y_.V'n = [E-,A„] + [E-,sj 
= [E-,A„]-r([E-,^j) 
= -(T-iû!)(y_.^„). 
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Avant de commencer la démonstration de ( p.?] ) , notons que dans la définition 
de^ n, on peut remplacer l'ensensemble /„ par les ensembles Jn ou J^, avec : 

= { (ai, . . . , a2N-2) e N* X Z2^-V «i + . . . + a2N-2 = n} , (5.6) 
4' = {(ai,... ,a2N-2) G N* xN X Z^^'V «i + . . . + «2^-2 = n} . (5.7) 

Ceci vient du fait suivant qui est une conséquence de la définition de la 
fonction Fg : 

Fait 2 : Soient m et (ai, . . . , a™,) G S'il existe i tel que a^ < 0, alors 

Fq{ai,. . . , Om) = 0. 

Nous poserons également : 

= {(ai, . . . ,a2Ar_2) G N X Z^^"^/ ai + . . . + a2Ar_2 = n} . 

Ecrivons : 

[S+.V'J = [xi,An] + [Y,Xk,A„] + , (5.8) 

k>2 

et calculons séparément chacun de ces termes. 
1. Calcul de [a;i,^„]. 



En utilisant (5^), il vient : 

[xi,An\ 

El — q~°'^ 
— - — - — Fq(ai, . . . , a2Ar-2) a^i (xiyi)""' • • • {yN-iXNy"^^~^ 

Donc, en séparant les cas ai = 1 et ai > 1 et à l'aide de l'égalité : 

Vn > 1, = -{q-' - q--), (5.9) 

[n\ [n — 1\ 

on obtient 

[xi,An]=Ri + R2 (5.10) 

avec 

Rl = {l-q-') 

X ^ Fg(l, a2,... ,a2Ar_2)2;i(xiyi)"-^(yiX2)""^ . . . (yAr-lXAr)""2^-2 
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et 



^2= ^|^^^(<7-'-'?-"^)i^g(ai,--- ,«2iV-2) 

'■-•hx 



ai>l 



X • • • (y^_ixiv)-"^^-^ (5.11) 

Remarquons que Ri peut encore s'écrire 



[«2 + 1] 



X xi(xiyi)-^(yiX2)-"^ . . . (y^-ix^v)""^^"^ (5.12) 
2. Calcul de [^"^ ^fc; ^n] • 



fc>2 



En utilisant (5^) et (5^), et, en convenant de poser que a2N~i = pour 
a € Jn, on a 

^ 1 

fc>2 fc=2 aeJ„ 

X (a^iyi)""' . . . (yfc-iXfc)"""*^-" Xfc (xfeyfe)~"2fc-i ^ _ _ (y^_iXAr)""2Jv-2 
Mais, d'après (|1|) et (|]2|), on a 

(a;i2/i)^"'(yia;2)~°' . . . (y^-ia^fc)"""""' Xfc = g^'^ 

X xi(xiyi)-("^+i)(yi^2)-^"^''^ . . . {yk-ixk)-^''"^-'-^'^ 

avec 

^fc = {ai} + • • • + {a2fc-2} - ({ai + 1} + {«2 - 1} + • • • + {a2fc-2 - 1}) 
= -(ai + 1) + 02 - . . . + a2fc-2 

En outre, on note que pour tout k G {2, . . . , N}, l'application 

{Qj + 1 si i impair <2k — 2> 
ai — 1 si i pair < 2k — 2 
ai sinon 

est une bijection de Jn sur {a € Jn; ai > 1 }. Il en résulte que 

N Yk 

[Y^x,,A^] = E Eïfnr (^"^"^^-^^'^ 

k>2 aeJn k=2 ^ ^ 

ai>l 

X Fq{ai - 1, «2 + 1, • • • , a2A;-2 + 1, a2fc-l, • • • , a2Ar^2) 

X xi(xi2/i)-"i • • • (yN-iXN)-"'''-' (5.13) 
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avec 



Yk = -«1 + («2 + 1) h a2fc-2 + 1 



2fc-2 

= k-l+Y^ {-lyaj (5.14) 
i=i 

et en gardant la convention a2N-i = pour a^Jn. 
3. Calcul de 

On procède comme dans le cas précédent. D'après le formulaire, et Bn 
commutent si k ^ {2, . . . , A^}. On a donc 



k=2l3eJn ^^^^ 

Les relations ( |5.1[) et ( ^.2D montrent que 

{yiX2y^^ . . . {yk~iXk)~'^'^''~^ Xk = q^'^ 

X xi(xiyi)-i(yiX2)-(^^-^n2;2y2)-^*+'^ . . . {yk^iXkT^"'"-'-^'^ 

avec 

X'k = {h} + --- + {/32fc-2} - (1 + {/32 - 1} + {/33 + 1} + • • • + {/Î2fc-2 + 1}) 
= -l + /32-(/33 + l)----+/32fc-2. 

De plus, l'application 

•Jn ' •^n-l 

{P2, ■ ■ ■ , (32N-l) > («2, • • • , a2Ar-l) 

+ 1 si i impair <2k — 3 
(3i — 1 si i pair < 2A; — 2 
Pi sinon 

est bijective. Donc, 

AT 

[«2 + 1] 



X Fç(a2 + 1,03 - 1, . . . ,a2fc-2 + l,a2fc-i, • • • ,a2Ar-i) 

X xi(xiyi)-'(yiX2)-"^ . . . (xTvyTv)""^^-^ (5.15) 
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avec a = («2, • • • , a2N-i) et y^' = -1 + («2 + 1) h «2/0-2 + 1 

2fc-2 

= A:-2 + ^(-l)^a,- 
i=2 



Arrêtons nous un instant sur l'expression ( |5.15| ), et, montrons que si un 
multi-indice {a;k) avec a = (ai,... ,a2N-i) G J'n-i vérifie a2N-i > 1, 
alors son terme correspondant est nul. 

En effet, si a2Ar-2 > 1, alors, d'après les faits 1 et 2, pour que l'on ait 
Fq{a2 + 1,03 - 1, . . . ,a2A:-2 + l,a2fc-i, • • • ,a2Af-i) / 0, 

il faut que tous les arguments soient > 0. 
Donc, 

«2 > 
as > 2 



a2fc-3 > 2 
a2fc-2 > 
a2fc-i > 1 

, a2N-i > 1 



et 



n 



1 = ^ ai > 2(/c - 2) + 2(A^ - k) + 1 = 2N - 3. 



Or, n < 2{N — 1). Donc toutes les inégalités précédentes sont des égalités, et, 

en particulier, on a «2^-2 = et 02^-1 = 1- D'oià, {q' 
et le terme correspondant à (a; k) est nul. 



-(a2fc-2+l) _„-"2fe-i' 







Ainsi, dans (5.15), on peut se restreindre à sommer sur les multi-indices 
(a; k), avec a2iv-i = 0. Par suite, on peut écrire : 



N 



n + l 



[«2 + 1] 



g^fc ^g-(o2fe-2+l) _ g-a2fc-i' 



X F„{ai - 1,02 + 1, • • • ,a2fc-2 + l,a2fc~i, • • • ,a2Ar-2) 



X xi(xiyi) ^"'-l)(yiX2) ■ ■ ■ {vn-ixn) 



'Q2JV-2 



(5.16) 



avec Ife défini comme dans la formule ( |5.14 ) du B, et, par convention, 
a2N-i = pour a = {ai,... , a2Ar~2) G Jn+i- 



4. Rassemblons nos résultats. 
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En regroupant les relations ( |5lC| ), ( |5lïl ), ( p^ , ( p3D , ( |5l6D , on 

obtient 




^>Ar_l(/c,ai, • • • ,Q;2Ar-2) 



n + l 



1 



-a2JV-2 



/ N N 

4>Ar_i(A:,ai, ■ • • ,a2N-2) 



ai>l 



^ [ai - Il 

X xi(a;iyi)""' 
avec Yfc défini comme dans ( 5.14| ) et 



{yN-lXN) 



-C12JV-2 



(5.17) 



X Fq{ai - 1, «2 + 1, ' 



-Q2fc-1 j 

a2fc-2 + l,a2fc~i, 



,a2Af-2) (5.18) 

et la convention que «o = Oi2N-i = pour a G J^'+i comme pour a£Jn- 

Soit a = (ai,-- - ,a2Ar-2) G avec ai > 2, et supposons qu'il existe 

k £ {!,••• , A^} tel que ^N-i{k,a) / 0. Alors, d'après la définition de Fg, 
tous les coefficients de /fc(a) sont > 0. Donc, en particulier, 

a2fc-2 + 1 > , a2fc-i > , . . . , a2Af-2 > 0. 

On est dans l'un des deux cas suivants : 

1) a2fe-i > 1- Alors, Fq{ai - l,a2 + ,«2^-2 + l,a2fc-i) 7^ en- 
traîne (d'après les fait 1 et 2) : 



«1 - 1 > 1 
02 + 1 > 1 

a2fc-2 + 1 > 1 
a2k-i > 1 



ce qui montre que tous les ai sont > 0. 

2) a2fe_i = 0. Dans ce cas, on a nécessairement a2A;-2 + 1 7^ 0, car sinon, 
(ç-("2fc-2+i) _ g-«2fc-i) = et $7V_i(A:,a) = 0. Donc «2^-2 + 1 > 1. 
Mais ceci entraîne comme précédemment, Oj > Vi. 

Par suite, dans les deux sommes de (|5.17 ), on peut se restreindre aux multi- 
indices a = (ai, ■ ■ ■ , a2Af-2) tels que a € N^^"^ — {0}. 
Pour conclure, il suffit donc de prouver le lemme suivant : 
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Lemme 5.4 Soient N £ N* , et r e {l, . . . , + 1}. On pose : 

(ai,... ,a2Ar) I > qYr{ai,...,a2N)(^q-{a2r^2+l) _ q~a2r-i^ 

xFq{ai - l,a2 + 1, . . . ,a2r-2 + l,a2r-l, • • • ,«2Ar) 

avec la convention que 

2r-2 

Yr{ai, ... , a2N) = r - 1 + ^ (-l^ai 

i=i 

et oo = a2N+i = 0. Alors, 

N+l 

V(ai, . . . , a27v) G N^^ - {0}, ^nM^i, ■■■ , a27v) = 

k=l 

Preuve. La démonstration se fait par récurrence sur N. Elle est laissée au 
lecteur. 



Ceci achève la démonstration du théorème 2.1 
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